
Les matrices

1 Règles de calcul

Dé�nition :

Soit K un corps. Mn,p(K) est l'ensemble des matrices à coe�cients dans K à

n lignes et p colonnes.

A ∈Mn,p(K)⇐⇒ (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

∈ Knp

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,p

a2,1 a2,2 · · · a2,p
...

...
...

an,1 an,2 · · · an,p


Pour toute matrice A ∈Mn,p(K), on note C1, C2, ..., Cp ses colonnes :

C1 =

a1,1
...
an,1

 = (ai,1)
1≤i≤n

∈Mn,1(K)

et on note L1, ..., Ln ses lignes :

Li =
(
ai,1 ai,2 · · · ai,p

)
= (ai,j)

1≤j≤p
∈M1,p(K)

On peut alors écrire :

A =
(
C1

... C2
... · · · ... Cp

)
=


L1

· · · · · ·
· · ·
· · · · · ·
Ln


Exemples :

Ei,j est "la" matrice dont tous les coe�cients sont nuls sauf celui qui est
à l'intersection de la i ème ligne et de la j ème colonne, et qui est égal à 1 :
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Ei,j = (δk,i × δl,j)
1≤k≤n
1≤l≤p

La matrice identité est la matrice dont les coe�cients sur la diagonale sont
égaux à 1 et les autres nuls :

In ∈Mn,n(K)

In =

1 0
. . .

0 1

 = E1,1 + · · ·+ En,n

Dé�nition :

Une matrice est carrée lorsque le nombre de ses lignes et le nombre de ses
colonnes sont égaux.

On note Mn(K) au lieu de Mn,n(K).

Dé�nition :

La taille d'une matrice A est :
1) le couple (n,p) si A ∈Mn,p(K)
2) l'entier n si A ∈Mn(K)

1.1 Opérations

1.1.1 Addition

Données : A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

et B = (bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

Ce sont deux matrices de même tailles

Résultat : La somme A+B est la matrice (ai,j + bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

1.1.2 Multiplication externe

Données : λ ∈ K et A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mn,p(K).

Résultat : λA est la matrice (λai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p
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1.1.3 Transposition

Donnée : A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mn,p(K).

Résultat : La transposée de A, notée tA est la matrice A = (a′i,j)
1≤i≤p
1≤j≤n

∈

Mp,n(K) où a′i,j = aj,i : on permute les lignes et les colonnes.

Exemple :

A =

(
2 3 4
1 5 7

)
tA =

2 1
3 5
4 7


La transposition est une opération interne à Mn(K), mais pas à Mn,p(K)
si n 6= p (changement de taille).

1.1.4 Multiplication interne

Données : A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

et B = (bj,k)
1≤j≤p
1≤k≤q

Le produit AB est dé�ni ⇐⇒ le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B

Résultat : AB = (ci,k)
1≤i≤n
1≤k≤q

où ∀i, ∀k, ci,k =
∑p

j=1 ai,j × bj,k

1.1.5 Action des Ei,j

1) A ∈Mn(K)
Ej,1 ∈Mp,1(K) −→ AEj,1 = Cj

E1,i ∈M1,n(K) −→ E1,iA = Li

∀1 ≤ i ≤ n, (AEj,i) =
∑p

l=1 ai,l (δl,j × δ1,1)︸ ︷︷ ︸
=1↔l=j

= ai,j

donc AEj,1 = Cj ∀1 ≤ j ≤ p, (E1,iA)1,j =
∑n

l=1 (δ1,1δl,i)︸ ︷︷ ︸
=1↔l=i

al,j = ai,j
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donc E1,iA = Li

2) E1,i ∈M1,n(K) et Ej,1 ∈Mn,1(K)

E1,iEj,1 = δi,j ∈M1(K)

Ej,1E1,i = Ej,i ∈Mn(K)

E1,iEj,1 =
∑1

l=1(δ1,1δi,l)(δj,lδ1,1) = δi,j

∀1 ≤ k, l ≤ n, (Ej,1E1,i)k,l =
∑1

m=1(δj,kδ1,m)(δ1,mδi,l) = δj,kδi,l

Donc (Ej,1E1,i)k,l = Ej,i

3)
Ei,jEk,l = δj,kEi,l

Ei,j = Ei,1E1,j

Ek,l = Ek,1E1,l

donc

Ei,jEk,l = Ei,1 (E1,jEk,1)︸ ︷︷ ︸
δj,k

E1,l (1)

= δj,kEi,1E1, l (2)

= δj,kEi,l (3)

4)
AEi,j = CiE1,j

Ei,jA = E1,iLj

En e�et,

AEi,j = A(Ei,1E1,j) (4)

= (AEi,1)E1,j (5)

= CiE1,j (6)
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Ei,jA = (Ei,1E1,j)A (7)

= Ei,1(E1,jA) (8)

= E1,jLj (9)

5) A ∈Mn,p(K)

AIp = A

InA = A

∀1 ≤ k ≤ n,∀1 ≤ l ≤ p, (AIp)k,l =

p∑
m=1

ak,mδm,l (10)

= ak,lδl,l (11)

= ak,l (12)

Donc AIp = A

∀1 ≤ k ≤ n,∀1 ≤ l ≤ p, (InA)k,l =
n∑

m=1

δk,mam,l (13)

= ak,l (14)

Donc InA = A

6)

Théorème :

t(AB) =t BtA

Démonstration :
A ∈Mn,p(K), tA ∈Mp,n(K)
B ∈Mp,q(K), tB ∈Mq,p(K)
AB ∈Mn,q(K), tBtA ∈Mq,n(K)
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t(AB) ∈Mq,n(K)

A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

, B = (bj,k)
1≤j≤p
1≤k≤q

, AB = (γi,k)
1≤i≤n
1≤k≤q

, tA = (αj,i)
1≤i≤n
1≤j≤p

, tB = (βk,j)
1≤k≤q
1≤j≤p

(tBtA)k,i =
∑p

j=1 βk,jαj,i =
∑p

j=1 bj,kai,j =
∑p

j=1 ai,jbj,k = γi,k

Donc tAtB =t (AB).

1.2 Structures

Théorème :

Mn,p(K) est un espace vectoriel sur K. Sa dimension est np.

La famille (Ei,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

est une base de Mn,p(K) car :

(ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

=
∑n

i=1

∑p
j=1 ai,jEi,j (famille génératrice)

et
∑n

i=1

∑p
j=1 ai,jEi,j = 0⇐⇒ ∀i∀j, ai,j = 0 (famille libre)

Dé�nition :

La famille (Ei,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

est la base canonique de Mn,p(K).

Proposition :

La transposition est une application linéaire involutive de Mn,p(K) dans
Mp,n(K).

Démonstration :

A = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

, tA = (αj,i)
1≤j≤p
1≤i≤n

, t(tA) = (a′i,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

, B = (bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

, tB = (βj,i)
1≤j≤p
1≤i≤n

, (λA + B =

(λai,j + bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

, t(λA+B) = (γj,i)
1≤j≤p
1≤i≤n

∀i, j, γj,i = λai,j + bi,j = λαj,i + βj,i

donc t(λA+B) = λtA+t B.
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et ∀i, j, a′i,j = αj,i = ai,j

donc t(tA) = A.

Théorème :

(Mn(K),+,×, .) est une algèbre associative sur (K).

Proposition :

La multiplication est bilinéaire de Mn,p(K)×Mp,q(K) dans Mn,q(K).

Conséquence : les formules sommatoires s'appliquent aux matrices comme la
formule du binôme de Newton.

Sous-ensembles remarquables de Mn(K)

∗ (Mn(K),+,×) est un anneau donc l'ensemble des matrices inversibles de
Mn(K) est un groupe.

Dé�nition :

GLn(K) = {A ∈Mn(K) : ∃A′ ∈Mn(K), AA′ = A′A = In}

∗ La transposition est une symétrie sur Mn(K).

Donc Mn(K) = Sn(K)
⊕

An(K) où

Sn(K) = {A ∈Mn(K), tA = A} (matrices symétriques)
An(K) = {A ∈Mn(K), tA = −A} (matrices anti-symétriques)

et ∀M ∈Mn(K), M = (M+tM
2

) + (M−
tM

2
)

Proposition :

dim(Sn(K)) =
n(n+ 1)

2
et

dim(An(K)) =
n(n− 1)

2

Démonstration :
∀i, Ei,i ∈ Sn(K)
∀i 6= j, Ei,j + Ej,i ∈ Sn(K)
∀i 6= j, Ei,j − Ej,i ∈ An(K) car ∀i, j, tEi,j = Ej,i.
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On a ainsi une famille de n2 matrices.
Or Ei,j = 1

2
(Ei,j + Ej,i) + 1

2
(Ei,j − Ej,i).

Donc la famille (E1,1, . . . , En,n, (Ei,j + Ej,i)1≤i≤j≤n, . . . , (Ei,j − Ej,i)1≤i≤j≤n)
engendre V ect(Ei,j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n) = Mn(K).
C'est donc une base et en particulier une famille libre.

Dé�nition :

L'ensemble Dn(K) des matrices diagonales est V ect(Ei,i, 1 ≤ i ≤ n).

∆ ∈ Dn(K)⇐⇒ ∃(ai)1≤i≤n ∈ Rn tel que ∆ =
∑n

i=1 aiEi,i.

∆ =

a1 0
. . .

0 an


Dé�nition :

L'ensemble Un(K) des matrices triangulaires supérieures est V ect(Ei,j, 1 ≤
i ≤ j ≤ n).

M =


a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,2
...

. . .
...

0 an,n



Dé�nition :

L'ensemble Ln(K) des matrices triangulaires inférieures est V ect(Ei,j, 1 ≤
j ≤ i ≤ n).

M =


a1,1 0
... a2,2
...

. . .

a1,n a2,n . . . an,n


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Proposition :

dim(Ln(K)) = dim(Un(K)) =
n(n+ 1)

2

Une matrice triangulaire inférieure est symétrique par transposition à une
matrice triangulaire supérieure.

Proposition :

Ln(K), Un(K), Dn(K) sont stables par multiplication.

Démonstration : A,B ∈ Ln(K)

A =
∑

1≤j≤i≤n ai,jEi,j =
∑n

i=1

∑n
j=1 ai,jEi,j avec ∀i < j, ai,j = 0

B =
∑

1≤l≤k≤n bk,lEk,l =
∑n

l=1

∑n
k=1 bk,lEk,l avec ∀k < l, bk,l = 0

donc

AB =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
l=1

n∑
k=1

ai,jbk,lEi,jEk,l︸ ︷︷ ︸
δj,kEi,l

(15)

=
n∑
i=1

n∑
l=1

(
n∑
j=1

ai,jbj,l)︸ ︷︷ ︸
=0,∀i<l

Ei,l (16)

n∑
j=1

ai,jbj,l =
l−1∑
j=1

ai,jbj,l︸ ︷︷ ︸
j<l

→bj,l=0

+
n∑
j=l

ai,jbj,l︸ ︷︷ ︸
j≥l>i
→ai,j=0

= 0

Remarque : Pour i = l :

n∑
j=1

ai,jbj,l =
l−1∑
j=1

ai,j bj,l︸︷︷︸
=0

+ai,ibi,i +
n∑

j=i+1

ai,j︸︷︷︸
=0

bj,l

Donc a1,1 0
. . .

∗ an,n


b1,1 0

. . .

∗ bn,n

 =

a1,1b1,1 0
. . .

∗ an,nbn,n


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En particuliera1,1 0
. . .

0 an,n


b1,1 0

. . .

0 bn,n

 =

a1,1b1,1 0
. . .

0 an,nbn,n


Une matrice est la décomposition du produit d'une matrice triangulaire in-
férieure avec une matrice triangulaire supérieure.

1.3 Opérations élémentaires

Sur les lignes :
Li ←− Li + αLj avec i 6= j
Li ←− αLi avec α inversible
Li ←→ Lj

Traductions matricelles.

∗ Li ←− Li + αLj correspond à A←− (In + αEi,j)A

Avec la formule : A′ = (In + αEi,j)A

a′k,l =
n∑
r=1

(δk,r + αδk,iδr,j)ar,l (17)

= (
n∑
r=1

δk,rar,l) + α(
n∑
r=1

δk,iδr,jar,l) (18)

= ak,l + αδk,iaj,l (19)

=

{
ak,l, si k 6= i

ai,l + αaj,l, si k = i
(20)

∗ Li ←− αLi correspond à A←− (αEi,i +
∑

1≤j≤n et i 6=j Ej,j)A



1
. . .

1
α

1
. . .

1




A


=



L1
...
...

αLi
...
...
Ln


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a′k,l =
n∑
r=1

(αδk,iδr,i +
∑

1≤j≤n et j 6=i

δk,jδr,j)ar,l (21)

=

{
ak,l, si k 6= i

αai,l, si k = i
(22)

∗ Li ←→ Lj correspond à A←− (Ei,j + Ej,i +
∑

1≤k≤n et k 6=j et k 6=iEk,k)A

a′l,m =
n∑
r=1

(δi,lδj,r + δj,lδi,r +
∑

k 6=i et k 6=j

δk,lδk,r)ar,m (23)

=


al,m, pour l 6= i et l 6= j

aj,m, pour l = i

ai,m, pour l = j

(24)

Notations :

Transposition : Li ←→ Lj correspond à Ti,j
Dilatation : Li ←− αLi correspond à Mi(α)
Transvection : Li ←− Li + αLj correspond à Si,j(α)

Ti,jTi,j = In
Mi(α)Mi(α

−1) = In = Mi(α
−1)Mi(α)

Si,j(α)Si,j(−α) = In = Si,j(−α)Si,j(α)

Donc Ti,j est inversible et (Ti,j)
−1 = Ti,j

Donc Mi(α) est inversible et (Mi(α))−1 = Mi(α
−1)

Donc Si,j(α) est inversible et (Si,j(α))−1 = Si,j(−α)

Opérations sur les colonnes :
Ci ⇐⇒ Cj correspond à A←− ATi,j
Ci ⇐⇒ αCi correspond à A←− AMi(α)
Ci ⇐⇒ Cj + αCi correspond à A←− ASi,j(α)

Bilan : Une opération de pivot correspond à une multiplication par une ma-
trice inversible. De plus, le pivot sur les lignes est une multiplication par la
gauche, et le pivot sur les colonnes est une multiplication par la droite.

11



Théorème :

Soit A ∈ Mn,p(K). Il existe un entier r tel que 0 ≤ r ≤ min{n, p} et deux
matrices inversibles P ∈ GL(K) et Q ∈ GL(K) telles que :

PAQ =

 Ir
... 0

. . . . . . . . .

0
... 0


Cas particuliers :(
In

... 0

)
alors A est surjective. Ip

. . .
0

 alors A est injective.

(
Ir
)
alors A est inversible.

Démonstration : On suppose qu'àprès les opérations de pivot, on est arrivé
à :

Ak =

 Ik
... 0

. . . . . . . . .

0
... Bk


Si Bk = 0, c'est terminé.
Si Bk 6= 0, en échangeant deux lignes et/ou deux colonnes, on peut ramener
un coe�cient non nul en position (k + 1, k + 1). On peut alors normaliser
ce coe�cient : β 6= 0 =⇒ β est inversible (K est un corps) et l'opération
A←−Mk+1(β

−1)A permet de supposer que ce coe�cient vaut 1.

On e�ectue :
∀k + 2 ≤ j ≤ p : Cj ←− Cj − bi,jCk,+1

∀2 ≤ i ≤ n− k : Li ←− Li − bi,k+1Lk+1

et on arrive à :

Ak+1 =

Ik+1
... 0

. . . . . . . . .

0
... Bk+1


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2 Les matrices comme représentations

2.1 Vecteurs

E est un espace vectoriel de dimension n sur K.
B = (e1, . . . , en) une base de E.
B? = (e?1, . . . , e

?
n) sa base duale.

Dé�nition :

∀x ∈ E, MatB(x) =

e
?
1(x)
...

e?n(x)

 ∈Mn,1(K).

Autrement dit, MatB(x) =

α1
...
αn

⇐⇒ x =
∑n

k=1 αkek

Proposition :

MatB(x) = MatB(y)⇐⇒ x = y

Démonstration : C =

α1
...
αn

.

Si MatB(x) = MatB(y) = C, alors x =
∑n

k=1 αkek = y.

Proposition :

∀(x, y) ∈ E2 et ∀λ ∈ K,

MatB(λx+ y) = λMatB(x) +MatB(y)

Démonstration : MatB(x) =

α1
...
αn

 et MatB(y) =

β1
...
βn

.

Donc λMatB(x) +MatB(y) =

λα1 + β1
...

λαn + βn

.

Or x =
∑n

k=1 αkek et y =
∑n

k=1 βkek et λx+ y =
∑n

k=1(λαk + βk)ek.
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Donc MatB(λx+ y) =

λα1 + β1
...

λαn + βn

.

Proposition :

∀X ∈Mn,1(K), ∃x ∈ E tel que X = MatB(x)

Démonstration : Il existe (αk)1≤k≤n ∈ Kn tel que X =

α1
...
αn

.

Avec x =
∑n

k=1 αkek, on a bien X = MatB(x) (par unicité de la décom-
position dans la base B).

Conclusion :

E −→Mn,1(K)
x −→MatB(x)
est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

A moins que E = Mn,1(K), il est interdit d'écrire x =

α1
...
αn

.

Cas particulier important :
E = Kn

B la base canonique de E.

x = (x1, . . . , xn) et MatB(x) =

x1
...
xn

.

tMatB(x) ∈M1,n(K) 6= x ∈ Kn

2.2 Applications linéaires

Cas général
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E espace vectoriel de dimension p sur K.
B = (e1, . . . , ep) une base de E.
E espace vectoriel de dimension n sur K.
C = (f1, . . . , fn) une base de F.
C ? = (f ?1 , . . . , f

?
n) sa base duale.

u ∈ L(E,F ).

Dé�nition :

MatB,C (u) = (f ?i (u(ej)))
1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mn,pK

La j-ème colonne de cette matrice est

f
?
1 (u(ej))

...
f ?n(u(ej))

 = MatC (u(ej)).

Nombre de lignes = dimension de l'espace d'arrivée.
Nombre de colonnes = dimension de l'espace de départ.

Proposition :

∀x ∈ E, MatC (u(x)) = MatB,C (u)×MatB(x)

Démonstration : A = MatB,C (u) = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mn,p(K)

X = MatB(x) = xj1≤j≤p ∈Mp,1(K) donc AX existe et AX ∈Mn,1(K).

Y = MatC (u(x)) ∈Mn,1(K).

Par dé�nition : x =
∑p

j=1 xjej
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Donc

u(x) =

p∑
j=1

xju(ej) (25)

=

p∑
j=1

xj(
n∑
i=1

f ?i (u(ej))fi︸ ︷︷ ︸
j-ème colonne de A

) (26)

=
n∑
i=1

(

p∑
j=1

f ?i (u(ej))xj︸ ︷︷ ︸
coe�cient situé sur
la i-ème ligne de AX

)fi (27)

Or u(x) =
∑n

i=1 f
?
i (u(x))fi.

Donc par identi�cation, Y = AX.

Proposition :

MatB,C (λu+ v) = λMatB,C (u) +MatB,C (v)

Démonstration :

A = MatB,C (u) = (ai,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

où ai,j = f ?i (u(ej)).

B = MatB,C (v) = (bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

où bi,j = f ?i (v(ej)).

λA+B = (λai,j + bi,j)
1≤i≤n
1≤j≤p

Or λai,j + bi,j = f ?i (λu(ej) + v(ej)) = f ?i ((λu+ v)(ej)).

Donc λA+B = MatB,C (λu+ v).

Proposition :

MatB,C (u) = MatB,C (v)⇐⇒ u = v

Démonstration : ∀i∀j, f ?i (u(ej)) = f ?i (v(ej))
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donc ∀j,
∑n

i=1 f
?
i (u(ej))fi =

∑n
i=1 f

?
i (v(ej))fi

donc ∀j, u(ej) = v(ej) (on a raisonné sur les colonnes).

Donc ∀x ∈ E,

u(x) = u(

p∑
j=1

e?j(x)ej) (28)

=

p∑
j=1

e?j(x)u(ej) (29)

=

p∑
j=1

e?j(x)v(ej) (30)

= v(x) (31)

donc u=v.

Deux applications linéaires qui coïncident sur B coïncident en fait sur E

Proposition :

∀A ∈Mn,p(K), ∃u ∈ L(E,F ), A = MatB,C (u)

Analyse : si u existe, alors ∀1 ≤ j ≤ p, u(ej) =
∑n

i=1 ai,jfi (la j-ème colonne
de A représente u(ej) dans la base C )

donc ∀x ∈ E, u(x) =
∑n

j=1 e
?
j(x)u(ej) =

∑n
j=1

∑p
i=1 ai,je

?
j(x)fi

−→ Une seule possibilité.

Synthèse : on dé�nit u : E −→ F , en posant :

∀x ∈ E, u(x) =

p∑
j=1

n∑
i=1

ai,je
?
j(x)fi

Cela dé�nit une application linéaire :
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∀x∀y∀λ,

u(λx+ y) =

p∑
j=1

n∑
i=1

ai,je
?
j(λx+ y)fi (32)

=

p∑
j=1

∑
i = 1nai,j(λe

?
j(x) + e?j(y))fi (33)

= λu(x) + u(y) (34)

∀i∀j, f ?i (u(ej)) = f ?i (
∑p

l=1

∑n
k=1 ak,le

?
l (ej)fk) =

∑n
k=1 ak,j f

?
i (fk)︸ ︷︷ ︸
δi,k

= ai,j

Donc MatB,C = A.

Conclusion :

L(E,F ) −→Mn,p(K)
u −→MatB,C (u)
est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

Proposition :

u ∈ L(E,F ), B base de E, dim(E) = p
v ∈ L(F,G), C base de F, dim(F ) = n
D base de G, dim(G) = m

Alors MatB,D(vou) = MatC ,D(v)×MatB,C (u)

Démonstration : A = MatB,C (u) = (f ?i (u(ej)))
1≤i≤n
1≤j≤p

∈Mn,p(K)

B = MatC ,D(v) = (g?h(v(fi)))
1≤h≤m
1≤i≤n

∈Mm,n(K)

BA est dé�ni et BA ∈ m, p(K).

D'autre part, vou ∈ L(E,G) donc MatB,D(vou) ∈ m, p(K)
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∀h∀j

g?h(vou(ej)) = g?h(v (
n∑
i=1

f ?i (u(ej))fi)︸ ︷︷ ︸
u(ej)

) (35)

= g?h(
n∑
i=1

f ?i (u(ej))v(fi)) (36)

=
n∑
i=1

f ?i (u(ej))g
?
h(v(fi)) (37)

=
n∑
i=1

f ?i (u(ej))︸ ︷︷ ︸
ai,j

g?h(v(fi))︸ ︷︷ ︸
bh,i

(38)

= (BA)h,j (39)

Proposition :

Pour F = E et C = B, alors MatB,C (IE) = In

Démonstration : ∀1 ≤ i, j ≤ n, on a f ?i (IE(ej)) = e?i (ej) = δi,j

Cas particulier :

Théorème :

L'application dé�nie par :

L(E) −→Mn(K)
u −→MatB(u) = MatB,B(u)

est un isomorphisme d'algèbres associatives et unitaires.

Proposition :

f ∈ L(E,F ) est un isomorphisme
B une base de E
C une base de F

Si MatB,C (f) = A, alors A est inversible et A−1 = MatC ,B(f−1)

Démonstration : f un isomorphisme ⇐⇒ dim E = dim F = n
Donc A ∈Mn(K)

De plus, f−1 ∈ L(F,E) donc B = MatC ,B(f−1) ∈Mn(K)
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Or AB = MatC ,C (fof−1) = MatC (IF ) = In

et BA = MatB,B(f−1of) = MatB(IE) = In

Donc A est inversible et A−1 = B.

Proposition :

f ∈ L(E,F )

Si A = MatB,C (f) est inversible, alors f est un isomorphisme et
A−1 = MatC ,B(f−1).

Démonstration : A ∈ GLn(R) donc il existe B ∈ GLn(R) tel que AB =
BA = In.

Soit g ∈ L(F,E), l'application linéaire telle que B = MatC ,B(g).

Alors MatB,B(gof) = BA = In = MatB,B(IE)

et MatC ,C (fog) = AB = In = MatC ,C (IF )

donc gof = IE et fog = IF .

Remarque importante :

Dans un anneau non commutatif (R,+,×),
a est inversible ⇐⇒ ∃b ∈ R tel que ab = ba = 1R
Il y a donc deux propriétés à véri�er : ab = 1R et ba = 1R.

Contre-exemple : E = R[X] et (R,+,×) = (L(E),+, o).
∀P ∈ R[X], f(P ) = XP avec f ∈ R.
Il existe g ∈ R tel que gof = IE : l'endormorphisme dé�ni par g(1) = 0 et
∀k ≥ 1, g(Xk) = Xk−1 convient.
En revanche, ∀P ∈ R[X], deg(f(P )) 6= 0,
donc f n'est pas bijective, et f n'est pas inversible : il n'existe pas de g ∈ R
tel que fog = IE.

Mais dans l'anneau des matrices carrées (Mn(K),+,×) les propriétés AB =
In et BA = In sont équivalentes : il n'y a qu'une propriété à véri�er.
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En e�et : soit A ∈Mn(K).
On suppose qu'il existe B ∈Mn(K) tel que AB = In.
Soit E, un espace vectoriel de dimension n sur mathbbK, muni d'une base B.
Alors il existe f et g dans L(E) telles que A = MatB(f) et B = MatB(g).
Donc In = MatB(fog) = MatB(IE) donc fog = IE. Donc f est surjective et
g injective. D'après le théorème du rang, f et g sont bijectives, donc inver-
sibles dans L(E) et g = f−1. Donc A et B sont inversibles dans Mn(K) et
B = A−1.

Remarque : dans le contre exemple précédent, on était en dimension in�-
nie, rendant impossible l'utilisation du théorème du rang.

Application linéaire canoniquement associée à une matrice :

Soit A ∈Mn,p(K).
Alors fA(X) = AX dé�nit une application linéaire de E = mn,1(K) dans
F = Mn,1(K).

fA(λX1 +X2) = A(λX1 +X2) (40)

= λ(AX1) + (AX2) (41)

= λfA(X1) + fA(X2) (42)

De plus, A = Matbase canonique de E,bas canonique de F(fA)

En e�et, AEj,1
1≤j≤p

= Cj et AEj,1 est la j-ième colonne de Matcan,can(fA).

Par abuse de notation, on écrira :
Ker(A) pour Ker(fA) = {X ∈Mp,1(K) : AX = 0}
Im(A) pour Im(fA) = {Y ∈Mn,1(K) : ∃X ∈Mp,1(K), Y = AX}

3 Bases

3.1 Matrices de passage

Dé�nition :

B = (ei)1≤i≤n une base de E.
La matrice relative à B de la famille (εj)1≤j≤p de vecteurs de E est (e?i (εj))

1≤i≤n
1≤j≤p

.
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∗ Si Xj = MatB(εj).
Alors MatB(ε1, . . . , εp) = (X1 X2 . . . Xp)

∗ Si f ∈ L(E) et si εj = f(ej), alors MatB(ε1, . . . , εp) = MatB(f)

MatB(f) =

C1 C2 . . . Cn


Dé�nition :

Soient B = (ei)1≤i≤n et B′ = (εj)1≤j≤n, deux bases de E.
La matrice de passage de B à B′ est la matrice relative à B de la famille
B′.

Mat(B → B′) =


ε1 ε2 ε3

e1
e2
e3


Exemple :

B base canonique de R3

ε1 = (1, 2, 3)
ε2 = (−2, 3, 1)
ε3 = (2, 1,−1)

MatB(ε1, ε2, ε3) =

1 −2 2
2 3 1
3 1 −1


Si la famille B′ = (ε1, ε2, ε3) est une base, alors on vient d'écrire la matrice
de passage de B à B′.

Soit f ∈ L(R3), l'endomorphisme caractérisé par ∀1 ≤ i ≤ 3, f(ei) = εi.
Alors Matcan(f) = A et

B′ base⇐⇒ (ε1, ε2, ε3) libre⇐⇒ f injective (43)

⇐⇒ (ε1, ε2, ε3) génératrice⇐⇒ f surjective (44)

⇐⇒ f isomorphisme⇐⇒ A inversible (45)

La famille B′ engendre E ⇐⇒ e1, e2 et e3 sont combinaisons linéaires de ε1,
ε2, ε3.
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
x− 2y + 2z = 1

2x+ 3y + z = 0

3x+ y − z = 0

nous donne une unique solution :

x = 1
7
, y = −5

28
et z = 1

4

On a donc e1 = 1
7
ε1 − 5

28
ε2 + 1

4
ε3

De même,


x− 2y + 2z = 0

2x+ 3y + z = 1

3x+ y − z = 0

nous donne e2 = 1
4
ε2 + 1

4
ε3

En�n,


x− 2y + 2z = 0

2x+ 3y + z = 0

3x+ y − z = 1

nous donne e3 = 2
7
ε1 − 3

28
ε2 − 1

4
ε3

Donc on a une famille génératrice et donc une base (raisonnement par dimen-
sions). Donc la matrice précédente est la matrice de passage : A = Mat(B →
B′).

De plus,

Mat(B′ → B) =
1

28

 4 0 8
−5 7 −3
7 7 −7

 = [Mat(B → B′)]−1

En e�et, f est un automorphisme et ∀i, ei = f−1(εi) donc Mat(B′ → B) =
MatB′(f

−1).

Quel est le résultat de MatB,B(f)×MatB′,B′(f) ?

Par dé�nition,

Mat(B → B′) =


ε1 ε2 ε3

e1
e2
e3

 = MatB′,B(IR3)

et Mat(B′ → B) = MatB,B′(IR3)
Donc

Mat(B → B′)×Mat(B′ → B) = MatB′,B(Id)×MatB,B′(Id) (46)

= MatB′(Id) (47)

= Id (48)
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Dé�nition :

Si B = (ei)1≤i≤n et B′ = (ej)1≤j≤n sont deux bases de E, alors la matrice de
passage de B à B′ est :

Mat(B → B′) = MatB′,B(IE)

Proposition :

Mat(B → B′) est inversible et son inverse est Mat(B′ → B)

Démonstration :
A = MatB′,B(IE) et A−1 = MatB,B′(I

−1
E ) = MatB,B(IE) = Mat(B′ → B)

∗ Soit (fj)1≤j≤n, une famille de vecteurs de E.
Soit A = MatB(f1, . . . , fn).
Il existe un endomorphisme, unique, ϕ de E tel que ∀1 ≤ j ≤ n, ϕ(ej) = fj.

ϕ(
∑n

j=1 αjej) =
∑n

j=1 αjfj par linéarité de ϕ,

donc ϕ injective ⇐⇒ (fj)1≤j≤n libre.
Im(ϕ) = V ect{ϕ(ej), 1 ≤ j ≤ n} = V ect{fj, 1 ≤ j ≤ n}
donc ϕ surjective ⇐⇒ (fj)1≤j≤n génératrice.
et en�n ϕ est un automorphisme ⇐⇒ (fj)1≤j≤n est une base de E.

Dans ce cas, avec B′ = (fj)1≤j≤n, on a

MatB(ϕ) = Mat(B → B′)

MatB′(ϕ
−1) = Mat(B′ → B)

∗ Toute matrice inversible peut-être considérée comme une matrice de pas-
sage. En e�et, si A ∈ GLn(K), on se donne un espace vectoriel E de dimension
n sur K et une base B = (ei)1≤i≤n de E. On note f, l'endomorphisme de E
tel que A = MatB(f). Alors A = MatB(f(e1), . . . , f(en)). Comme A est
inversible, f est un automorphisme de E, donc la famille (f(ei))1≤i≤n est une
base B′ de E et par dé�nition : A = Mat(B → B′).

3.2 Formules de chagement de base

∗ Sur les vecteurs

x ∈ E
X = MatB(x) et X ′ = MatB′(x)
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P = Mat(B → B′)

→ x = IE(x) donc MatB(x) = MatB′,B(IE)×MatB′(x)
Soit :

X = PX ′ ou X ′ = P−1X

Corollaire :

Si A = MatB(x1, . . . , xn) et que A′ = MatB′(x1, . . . , xn) alors A′ = P−1A
puisque (X ′1 . . . X ′n) = (P−1X1 . . . P−1Xn)

∗ Sur les applications linéaires

Soient B et B′ deux bases de E. Et P = Mat(B → B′)
Soient C et C ′ deux bases de F. Et Q = Mat(C → C ′)
Soit u ∈ L(E,F ).
Soient A = MatB,C (u) et A′ = MatB′,C ′(u)

On a IFouoIE = u. Alors :

MatB,C (u) = MatC ′,C (IF )×MatB′,C ′(u)×MatB,B′(IE)
Soit :

A = QA′P−1 ou A′ = Q−1AP

Cas particulier : endomorphisme de E
A = MatB,B(u) et A′ = MatB′,B′(u)
Donc A′ = P−1AP .

Cas particulier : formes linéaires sur E
F = K muni (toujours) de sa base canonique : 1
Donc A′ = AP . (A et A' sont ici des matrices lignes).

Méthodes pour calculer A2007 :

∗ A2007 = A× · · · × A en 2006 multiplications.
∗ Exponentielle rapide en 18 multiplications.
∗ Changement de base :

On véri�e par récurrence que ∀n ∈ N on a (P−1AP )n = P−1AnP .
S'il existe P ∈ GLn(R) tel que A′ = P−1AP est très simple, alors il est facile
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de calculer (P−1AP )n et d'en déduire An = P (P−1AP )nP−1.

Exemple :

A = MatB(u) et u ∈ L(R3)
Je suppose qu'il existe une base B′ = (ε1, ε2, ε3)︸ ︷︷ ︸

base de vecteurs propres

telle que

u(ε1) = λ1ε1
u(ε2) = λ2ε2
u(ε3) = λ3ε3

Alors

A′ = MatB′(u) =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3


∀p ∈ N, on a :

(A′)p =

λp1 0 0
0 λp2 0
0 0 λp3


Donc

Ap = P

λp1 0 0
0 λp2 0
0 0 λp3

P−1

où P = Mat(B → B′)

Remarque :

A′ = λ1E1,1 + λ2E2,2 + λ3E3,3

Je pose :
A1 = PE1,1P

−1

A2 = PE2,2P
−1

A3 = PE3,3P
−1

A = λ1A1 + λ2A2 + λ3A3

A1A1 = PE1,1P
−1 = A1 (projecteur)

A1A2 = PE1,1E2,2P
−1 = 0

Par récurrence, ∀k ∈ N, on a :

Ak = λk1A1 + λk2A2 + λk3A3
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→ On suppose qu'il existe un polynôme µ ∈ K[X], non nul, tel que µ(A) = 0.
Pour tout k ∈ N, il existe Rk ∈ K[X] tel que :
deg(Rk) < deg(µ) et Ak = Rk(A) :
Xk = Qkµ+Rk

Ak = Qk(A)× µ(A) +Rk(A)

3.3 Relations d'équivalence

Dé�nition :

Deux matrices A et B de Mn,p(K) sont équivalentes lorsqu'il existe Q ∈
GLn(K) et P ∈ GLp(K) tels que B = Q−1AP .

Dé�nition :

Deux matrices carrées A et B de Mn(K) sont semblables lorsqu'il existe
P ∈ GLn(K) tel que B = P−1AP .

La réduction d'un endormorphisme consiste à trouver une matrice particu-
lièrement simple dans la classe de similitude de A.

4 Rang d'une matrice

4.1 Matrices inversibles

A ∈Mn(K)
On suppose que l'algorithme du pivot permet de passer de A à In : il existe
P et Q dans GLn(K) tels que Q−1AP = In. Donc A = QP−1 ∈ GLn(K).

Réciproquement, si A est inversible, on suppose que l'algorithme du pivot
sur les lignes seulement mène à : Ik

... Bk,n−k
. . . . . . . . .

0
... Cn−k


Cette matrice représente un isomorphisme (elle est équivalente à A, le pivot
sur les lignes a changé la base de l'espace d'arrivée). Par conséquent, la (k+1)-
ème colonne est linéairement indépendante des k premières colonnes, donc la
première colonne de Cn−k n'est pas nulle. A l'aide d'opérations sur les lignes
on obtient donc :
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Ik+1
... ?

. . . . . . . . .

0
... ?


D'après le principe de récurrence, on aboutit �nalement à In. De la même
manière, des opérations de pivot sur les colonnes exclusivement permettent
d'aboutir à In.

Application pratique :

A′ =

 A
. . . . . . . . .

In


On e�ectue du pivot sur les colonnes exclusivement : il existe P ∈ GLn(K)
tel que :

A′P =

 AP
. . . . . . . . .

P

 =

 In
. . . . . . . . .

P


On connait ainsi l'inverse de A (=P) lorsqu'on arrive à In.
Cette technique démontre que A est inversible. La matrice A n'est pas in-
versible, si et seulement si, l'algorithme du pivot s'arrête avant d'obtenir In.
Dans ce cas, P est de la forme : 0 0

Y1 . . . Yk
... . . .

...
0 0


Si P =

X1 . . . Xk Xk+1 . . . Xn


Alors AP =

AX1 . . . AXn


Donc ∀1 ≤ i ≤ k, on a Yi = AXi. Donc les Yi forment une base de Im A.
Donc ∀k+1 ≤ j ≤ n, on a AXj = 0. Donc les Xj forment une base de Ker A.
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Bilan : l'algorithme du pivot sur les colonnes donne les informations sui-
vantes :

→ Si A est inversible :
∗ prouve que A est inversible.
∗ donne l'inverse de A.

→ Si A n'est pas inversible :
∗ prouve que A n'est pas inversible.
∗ donne une base de l'image.
∗ donne une base du noyau.

Exemple : le rang et le noyau de la matrice :2 3 −1 1
1 1 2 1
3 2 1 1




2 3 −1 1
1 1 2 1
3 2 1 1
. . . . . . . . . . . .
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


−→



0 0 0 1
−1 2 3 1
1 −1 2 1
. . . . . . . . . . . .
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−2 −3 1 1




C1 ← C1 − 2C4

C2 ← C2 − 3C4

C3 ← C3 + C4

−→



0 0 0 1
−1 0 0 1
1 −3 5 1
. . . . . . . . . . . .
1 −2 3 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−2 1 −5 1


{
C2 ← C2 − 2C1

C3 ← C3 + 3C1
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−→



0 0 0 1
−1 0 0 1
1 −3 0 1
. . . . . . . . . . . .
1 −2 1 0
0 1 5 0
0 0 3 0
−2 1 −10 1


{
C3 ← 3C3 + 5C2

−→



1 0 0 0
1 −1 0 0
1 1 −3 0
. . . . . . . . . . . .
0 1 −2 −1
0 0 1 5
0 0 0 3
1 −2 1 10


En rouge, une base de l'image.
En vert, un vecteur directeur du noyau.
Rang = dimension de l'image = 3.

4.2 Rang

Dé�nition :

A ∈Mn,p(K) : A = (C1 . . . Cp) où les Cj ∈ n, 1(K).

rg(A) = dim(V ect(C1, . . . , Cp))

Propriété :

Si A ∈Mn,p(K), alors rg(A) ≤ n et rg(A) ≤ p

Proposition :

B = (ei)1≤i≤n une base de E.
A = MatB(uj, 1 ≤ j ≤ p)
Alors rg(A) = rg(uj, 1 ≤ j ≤ p)

Démonstration : On sait que l'application :
E −→Mn,1(K)
u −→MatB(u) est un isomorphisme.
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Donc dim(V ect(uj, 1 ≤ j ≤ p)) = dim(V ect(MatB(uj), 1 ≤ j ≤ p)) = rg(A)

Proposition :

f ∈ L(E,F )
∀B, base de E, et C , base de F,

rg(f) = rg(MatB,C (f))

Démonstration : B = (ej)1≤j≤p

Par dé�nition, rg(f) = dim(V ect(f(ej))1≤j≤p
et rg(MatB,C (f)) = dim(V ect(MatC (f(ej)))1≤j≤p

Corollaire :

∀A ∈Mn,p(K), ∀P ∈ GLp(K), ∀Q ∈ GLn(K)

rg(A) = rg(Q−1AP )

Corollaire :

Les opérations de pivot conservent le rang

Corollaire :

∀A ∈Mn,p(K), ∃P ∈ GLp(K), ∃Q ∈ GLn(K)

Q−1AP =

 Ir
... 0

. . . . . . . . .

0
... 0

 et rg(A) = r

Théorème :

∀A ∈Mn,p(K), rg(tA) = rg(A)

Démonstration : il existe P et Q tel que :

Q−1AP =

 Ir
... 0

. . . . . . . . .

0
... 0



31



donc

(tP )tAt(Q−1) =

 Ir
... 0

. . . . . . . . .

0
... 0


Or (tP )t(P−1 =t (P−1P ) = In
donc tP est inversible et (tP )−1 =t (P−1).
De même t(Q−1) est inversible, donc r = rg(tA).
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