[.es matrices

1 Regles de calcul

Définition :
Soit K un corps. M, ,(K) est I'ensemble des matrices a coefficients dans K &

n lignes et p colonnes.

Ae Wnyp(K) < (ai,j) e K™

1<i<n
1<5<p
11 Ar2 -+ Q1p
Q21 Q22 -+ Q2p
A= | .
ap1 Ap2 - Qpp
Pour toute matrice A € M, ,(K), on note Cy, Cy, ..., C, ses colonnes :
11
Cr=| i | =(ain) € Ma(K)
1<i<n
Gp,1
et on note Ly, ..., L, ses lignes :
Li=(ain aip - aip) = (a;;) € My ,(K)
1<i<p
On peut alors écrire :
Ly
AZ(Cl : CQ Do Cp>:
Ly,

Exemples :

E; ; est "la" matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui qui est
a l'intersection de la i éme ligne et de la j éme colonne, et qui est égal a 1 :



Eij = (0ki X 015)
1<k<n
1<i<p
La matrice identité est la matrice dont les coefficients sur la diagonale sont
égaux a 1 et les autres nuls :

I, € M, »(K)
1 0
In: :E1,1+"'+En,n
0 1

Définition :
Une matrice est carrée lorsque le nombre de ses lignes et le nombre de ses
colonnes sont égaux.

On note M,,(K) au lieu de M,, ,,(K).

Définition :

La taille d’une matrice A est :

1) le couple (n,p) si A € M, ,(K)
2) lentier n si A € M, (K)

1.1 Opérations
1.1.1 Addition

Données : A = (a; ;) et B = (b;;)
1<i<n 1<i<n
1<5<p 1<i<p

Ce sont deux matrices de méme tailles

Résultat : La somme A+B est la matrice (a;; + b; ;)
1<i<n
1<j<p

1.1.2 Multiplication externe

Données : A € Ket A= (a;;) € M, ,(K).
1<i<n
1<j<p

Résultat : AA est la matrice (Aa; ;)

1<i<n
1<5<p
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1.1.3

1.14

1.1.5

Transposition

Donnée : A = (a;;) € M, ,(K).

1<i<n
1<j<p
Résultat : La transposée de A, notée 'A est la matrice A = (a;;) €
1<i<p
1<j<n
M,,..(K) ot a; ; = a;; : on permute les lignes et les colonnes.
Exemple :
2 3 14
A= <1 5 7>
21
tA=13 5
4 7

La transposition est une opération interne a 9, (K), mais pas a M, ,(K)
si n # p (changement de taille).

Multiplication interne

Données : A = (a;;) et B = (b;)
1<i<n 1<j<p
1<5<p 1<k<q
Le produit AB est défini <= le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B

’ . . N . _ p
Résultat : AB = (¢; ) ou Vi, Yk, ¢, = ijl a;; X b
1<i<n
1<k<q

Action des E; ;

1) A e M,(K)
ij’l c mp’l(K) — AEJl — C

J

Ei,eM,(K)— E ;A= 1L,

V1 <i<n, (AE;;) = >0 aig (015 X 011) = ai
———
donc AE;; = C; V1 < j <p, (Brid)r; = D01 (01100:) arj = aij
~—



donc Elﬂ'A = Lz
2) Elﬂ' S ml,n(K) et Ej71 € imm(K)

EL,‘E]‘J = (51‘7]' € ml(K)
Ei\E; =FE;; € M, (K)

BB =3, (0110:0)(8j011) = 65
V1<k,l<n, (Ej1E )k = 22:1(5j,k51,m)(51,m5¢,l) = 0 10i;

Donc (E;1E1;)e: = Ej;

3)
E; By = 0;,E;;
Eij=FE;1E
Ey; = Ep1Eq
donc
E;;jEw = Eiq (E1,;Exq) By
—
5,k
= 5,4Eiy B1,1
=0;rEi,
4)
AE7 7 — Cz'El j
Eiﬁ’jA - El 1L}
En effet,
AEZJ = A(Ei71E1])
= CiEl,j



Ei?jA = (Ei,lEl,j>A (7)
= Ei1(E1;A) (8)
— By,L; (9)
5) A e M, ,(K)
AL, =A
I,LA=A
p
VI<k<nV1<I<p (AL)ki =Y Gkmbm, (10)
m=1
= ap 01 (11)
= A, (12)
Donc Al, = A
VI<k<nVI<I<p (LA = Okmlm (13)
m=1
= Qg1 (14)
Donc I, A=A
6)
Théoréme :
“(AB) =! B'A
Démonstration :

AeMm,,(K),'Aem,,(K)
Be mp,q(K% 'B e mquK)
AB e M, ,(K), 'B'A € M, ,,(K)
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Y(AB) € M, ,(K)

A= (aij), B= (bjx), AB= (Vix), "A = (aj;), "B = (Gr;)
1<i<n 1<<p 1<i<n 1<i<n 1<k<q
1<j<p 1<k<q 1<k<q 1<5<p 1<5<p

("B A)ki = D20 Brjcs = D5y bjwaiy = D25 aijbik = Yik

Donc ‘A'B =! (AB).

1.2 Structures

Théoréme :
M, »(K) est un espace vectoriel sur K. Sa dimension est np.

La famille (£; ;) est une base de M, ,(K) car :
1<i<n
1<j<p

(am) = Z?:l ?:1 ai,jEi,j (famllle génératrice)

1<i<n
1<5<p
et Z?:l ;):1 CLZ‘J'EZ"]' =0« VZVJ, Qi = 0 (farmlle hbre)

Définition :

La famille (E; ;) est la base canonique de 9, ,(K).
1<i<n
1<j<p

Proposition :
La transposition est une application linéaire involutive de 9, ,(K) dans
9‘j‘tpfn(]:K)'

Démonstration :

A= (aiy), "A = (), ((*A) = (aiy), B = (bij), 'B = (8ji), M+ B =

1<i<n 1<j<p 1<i<n 1<i<n 1<j<p
1<j<p 1<i<n 1<j<p 1<j<p 1<i<n
t — -
(Aaij +bi), "(AA+ B) = (7;4)
1<i<n 1<5<p
1<j<p 1<i<n

Vi,j, 7]'72' = )\am- + biﬂ' = )\Oljﬁ' + ﬁj,i

donc {(AMA + B) = N'A+' B.



o, _
et Vi, j, a;; = aj; = a;

donc '(*A) = A.

Théoréme :
(M, (K), +, x,.) est une algébre associative sur (K).

Proposition :
La multiplication est bilinéaire de 9, ,(K) x M, ,(K) dans M, ,(K).

Conséquence : les formules sommatoires s’appliquent aux matrices comme la
formule du binéme de Newton.

Sous-ensembles remarquables de 9, (K)

x (M, (K), +, x) est un anneau donc I'ensemble des matrices inversibles de
M, (K) est un groupe.

Définition :
GL,(K)={AeMm,(K):JA € M, (K),AA = AA=1,}

« La transposition est une symétrie sur 9, (K).
Donc M, (K) = S, (K) @ A,.(K) ou

Sn(K) ={A e M,(K),"A = A} (matrices symétriques)
A, (K) = {4 e M,(K),’A = —A} (matrices anti-symétriques)

et VM € M, (K), M = (MEMy 4 (M_1M)

2 2

Proposition :
1
dim(s,(K)) = "V
et )
dim(4,(x)) = "0~ 1)
Démonstration :

Vi, E;; € Sn(K)
Vi# j, Eij+ Eji € Su(K)
\4) 7é 7, Ei,j — Ej,i S AR(K) car Vi7j, tEZ'Vj = Ej,i'



On a ainsi une famille de n? matrices.

Or Eij = 5(Eij + Eji) + 5(Eij — Ejq).

Donc la famille (E1q,..., Enn, (Eij + Eji)i<i<j<n, -+ (Eij — Eji)i<i<j<n)
engendre Vect(E; ;,1 <i < j <n)=9M,(K).

C’est donc une base et en particulier une famille libre.

Définition :
L’ensemble D,,(K) des matrices diagonales est Vect(E;;, 1 <i < n).

A€ Dn<K> s H(Cli)lgign € R™ tel que A= Z?:l az'Ez',z'-

Définition :
L’ensemble U, (K) des matrices triangulaires supérieures est Vect(E;
i <j<n).

g1 <

11 Air2 ... Q1n

Définition :
L’ensemble L, (K) des matrices triangulaires inférieures est Vect(E;;,1 <
j<i<mn).

a1 0
: a2 9
M = ,

A1n A2n ... Qnpn



Proposition :

n(n+1)

2
Une matrice triangulaire inférieure est symétrique par transposition a une
matrice triangulaire supérieure.

dim(L,(K)) = dim(U,(K)) =

Proposition :
L,(K),U,(K), D,(K) sont stables par multiplication.

Démonstration : A, B € L,(K)
A= Z1§jgign ai B = 22;1 Z?:l ai b avec Vi < j, a;; =0
B = Zlglgkgn bk,lEk,l = Z?:l ZZ:I bk,lEk,l avec Vk < l, bk,l =0

donc

AB = Zzzzdmbk,l E;jEy, (15)

i=1 j=1 [=1 k=1
J S kB

=> > O aisbi) Eu (16)

i=1 =1 j=1

—_——
=0,Vi<l
n -1 n
E a; b = E a; b+ E ai b =0
=1 =1 =i
N J/ A /

' vV

i<l §>l>i

—b; =0 Sag ;=0

Remarque : Pour ¢ =1 :

n -1 n
> aigbii =Y aiy by faibii+ Y ai; by
j=1 j=1 5 j=itl g

Donc

ai 0 bl,l 0 al,lbl,l 0

Qn,n * bn n * an,nbn,n



En particulier

aii 0 b1 1 0 a1,1b1,1 0

0 Qnon 0 bn,n 0 an,nbn,n

Une matrice est la décomposition du produit d’une matrice triangulaire in-
férieure avec une matrice triangulaire supérieure.

1.3 Opérations élémentaires

Sur les lignes :

Li+«— L;+alLjaveci#j
L, «— «L; avec « inversible
L +—L;

Traductions matricelles.

« L; «— L; + aL; correspond a A «— (I, + aE; ;)A

Avec la formule : A" = (I, + aF; ;) A

n

) = Zw’” + ady, i0r )G (17)
r=1
= (Z 5k,rar,l) + OC(Z 6k,i5r,jar,l) (18)
r=1 r=1
= Qg + a5k7iaj,l (19)
k£
_ ) Okl S? 7 7/ (20)
a;; +oajy, sik=1
« L; «— aL; correspond & A «— (aE;; + Z1gjgn ot i E;;)A
1 Ly
1
o A = ol
1
1 I
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n

) = Z(&5k,i5r,i + Z Ok,j0rj ) r

r=1 1<j<n et j#i
g1, si k 7& i
aa;;, sik=1

(21)

(22)

* Li «— Lj correspond a A «— (Eij + Eji + 3 1< ot bty ot ki Bhok) A

n

Ay = Z(éi,l(;j,r + 05104, + Z Ok 10k, ) G
=1 ket et ki

am, pourl#ietl#j
= Qjm, pourl=1

Qim, pourl=yj

Notations :

Transposition : L; «— L; correspond a T; ;
Dilatation : L; «— aL; correspond a M;(«)
Transvection : L; «— L; + aL; correspond a S; ;(c)

T; ;155 = 1In

M;(a)M;(a™Y) = I, = M;(a™ ') M;()
Sij(@)Sij(—a) = In = 5i;(—a)Si;(a)
Donc T ; est inversible et (T} ;)™ = T}
Donc M;(«) est inversible et (M;(a))
Donc S; ;(«) est inversible et (S, ;(a))™' =

Opérations sur les colonnes :

C; <= Cj correspond & A «— AT, ;

C; <= aC; correspond a A «— AM;(«)

C; <= C; + aC; correspond a A «— AS, j(«)

(23)

Bilan : Une opération de pivot correspond & une multiplication par une ma-
trice inversible. De plus, le pivot sur les lignes est une multiplication par la

gauche, et le pivot sur les colonnes est une multiplication par la droite.
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Théoréme :
Soit A € M, ,(K). 11 existe un entier r tel que 0 < r < min{n,p} et deux
matrices inversibles P € GL(K) et @ € GL(K) telles que :

I, 10
PAQ =

Cas particuliers :

(]n : 0> alors A est surjective.

1

p
alors A est injective.

0

([T) alors A est inversible.

Démonstration : On suppose qu’aprés les opérations de pivot, on est arrivé
a:

Si By = 0, ¢’est terminé.

Si By # 0, en échangeant deux lignes et/ou deux colonnes, on peut ramener
un coefficient non nul en position (k + 1,k + 1). On peut alors normaliser
ce coefficient : § # 0 = 3 est inversible (K est un corps) et I'opération
A «—— M, 1(371)A permet de supposer que ce coefficient vaut 1.

On effectue :
Vk’—f—Q S]Sp . Cj — Cj—bi,jck7+1
V2<i<n—k:Lj+— Lj—b; 1L

et on arrive 3 :



2 Les matrices comme représentations

2.1 Vecteurs

E est un espace vectoriel de dimension n sur K.
B = (eq,...,e,) une base de E.

PB* = (€],...,e) sa base duale.
Définition :
ei ()
Ve e E, Matg(x) = : € M, 1(K).
e,(x)
aq
Autrement dit, Matg(z) = | @ | <=z =) ,_, ey
an
Proposition :
Matg(z) = Matg(y) <=z =y

an
Démonstration : C' =
an
Si Matg(x) = Matg(y) = C, alors x = Y ) ager, = .

Proposition :
V(z,y) € E? et V) € K,

Matgz(Ax +y) = AMatg(x) + Matz(y)

ay B
Démonstration : Matgz(x) = | @ | et Matg(y) = |
oy, B
Aoy +
Donc AMatz(z) + Matz(y) = :
Aoy, + Bn

Orz=>7_ apepety=>7_ Brer et \x +y=>7_ (Aag + Bk)ex.
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)\061 + 61
Donc Matgz(Ax +y) = :

Proposition :
VX € M, 1(K), dz € E tel que X = Matg(x)

ai
Démonstration : Il existe (a)i1<k<n € K" tel que X =
Qp

Avec x = Y ,_, axey, on a bien X = Matg(x) (par unicité de la décom-
position dans la base %).

Conclusion :

EF— Sﬁml(K)

x — Maty(z)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Qi
A moins que E =M, ;(K), il est interdit d’écrire x =

Qp

Cas particulier important :
E=K"
% la base canonique de E.

L1
x=(x1,...,7,) et Maty(x) =

Tn

'Matz(z) € My, (K) # 2 € K"

2.2 Applications linéaires

Cas général
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E espace vectoriel de dimension p sur K.
#B = (e1,...,e,) une base de E.
E espace vectoriel de dimension n sur K.
¢ = (f1,-.., fn) une base de F.
C* = (fr,..., fr) sa base duale.

we L(E, F).
Définition :
Mat g (u) = (f7 (u(e;))) € My, K
1<i<n
1<j<p
f1 (ule))
La j-éme colonne de cette matrice est : = Maty(u(e;)).
fr(ule;))

Nombre de lignes = dimension de ’espace d’arrivée.
Nombre de colonnes = dimension de 'espace de départ.

Proposition :

Vo € E, Maty(u(z)) = Matygy(u) x Matg(x)

Démonstration : A = Maty 4 (u) = (a;;) € M, ,(K)
1<i<n
1<j<p

X = Maty(z) = zj,.;c, € M1 (K) done AX existe et AX € M, 1 (K).
Y = Mate(u(z)) € M, 1 (K).

Par définition : z = ?

j=1Tj€;j
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Donc

u(r) = Z%‘U(@j) (25)

=2 w3 f (wle)) ) (26)

j-éme colonne de A

=2 (> filule)a)f; (27)

i=1 j=1

J/

-~

coefficient situé sur
la i-éme ligne de AX

Or u(w) = 325, i (u(z)) fi-

Donc par identification, Y = AX.

Proposition :

Matﬂ,%()\u + ?)) = )\M(Ltggfg(u) + Matggycg(v)

Démonstration :

A= Matge(u) = (ai;) on a;; = fi(u(e;)).

1<i<n
1<j<p
B = Matge(v) = (bij) ou bij = f(v(e;)).
1<i<n
1<j<p
)\A + B = (/\(ZZ‘J‘ —|' b@j)
1<i<n
1<i<p

Or Aaij + bij = ff(Au(e;) +v(e)) = fi((Au+v)(ej)).

Donc M + B = Mat g4 (A + ).

Proposition :

Matge(u) = Matg 4 (v) <= u=v

Démonstration : ViVy, fr(u(e;)) = f(v(e;))
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done Vj, > iy fi(ule))) fi = 25 fi(v(e;)) fi

donc Vj, u(e;) = v(e;) (on a raisonné sur les colonnes).

Donc Vz € F,
u(e) = u(Y_ €5 23)
= > @uley) (29)
= > ewle) (30)
= v(z) (31)
donc u=v.

Deux applications linéaires qui coincident sur % coincident en fait sur E

Proposition :

VAe M, (K), Jue L(E,F), A= Matz4(u)

Analyse : si u existe, alors V1 < j < p, u(e;) = > 1, a;;fi (la j-éme colonne
de A représente u(e;) dans la base )

donc Vo € B, u(x) = > 77 ef(x)ule;) = D7, D7, aijei () f;
— Une seule possibilité.

Syntheése : on définit u : E — F', en posant :

Vo € B, u(x) = Ziai,je;(x)fi

j=1 i=1

Cela définit une application linéaire :
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VaVyVv A,

u(Ar +y) = ZZ(I”])\SL‘—HJ (32)

Z 1"a; j(Ae}(x) + €5 () fi (33)
= Au ( ) + u(y) (34)
ViV, fi(u(e;)) = fi( f:1 ZZ:1 agef(e;) fr) = Zk Varg [ (fi) = aij
——

0i ke
Donc Matgz 4 = A.

Conclusion :

L(E, F) — M, ,(K)

u — Matgy.s(u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Proposition :

u€ L(E,F), 2 base de E, dim(E) =p
v e L(F,G), € base de F, dim(F) =n
2 base de G, dim(G) =m

Alors Matg g(vou) = Maty o(v) X Matge(u)

Démonstration : A = Matgz ¢ (u) = (fF(ule;))) € M, ,(K)

1<i<n
1<j<p
B = Mate,o(v) = (9;(v(fi))) € My (K)
1<h<m
1<i<n

BA est défini et BA € m, p(K).

D’autre part, vou € L(E,G) donc Matg o(vou) € m, p(K)
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VAV

gn(vou(e;)) = gj (v (Z fi (ule)) i)

=D fi(ule) gi(v(£)
= (BA)th l

Proposition :
Pour F' = E et € = A, alors Matg¢(Ig) = 1,

Démonstration : V1 <i,j <n, on a f/(Ig(e;)) = e;(e;) = d;

Cas particulier :

Théoréme :
L’application définie par :

u — Matg(u) = Matg s(u)

est un isomorphisme d’algébres associatives et unitaires.

Proposition :

f € L(E, F) est un isomorphisme
% une base de E

% une base de F

Si Maty4(f) = A, alors A est inversible et A™' = Maty 5(f™!)

Démonstration : f un isomorphisme <= dim E — dim F — n
Donc A € M, (K)

De plus, f~! € L(F,E) donc B = Maty »(f~') € M,(K)
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OI‘ AB - Maﬁgfg(fOf_l) - Ma’t(ﬁ(-[F) = ITL
et BA = Matt@”@(fflof) = Mat@([E) =1,

Donc A est inversible et A~! = B.

Proposition :
feL(EF)

Si A = Matge(f) est inversible, alors f est un isomorphisme et
A_l = M(Itcg,@<f_1).

Démonstration : A € GL,(R) donc il existe B € GL,(R) tel que AB =
BA =1,.

Soit g € L(F, E), Papplication linéaire telle que B = Maty 4(g).
Alors Matg #(gof) = BA =1, = Matg »(Ig)

et Matg 4(fog) = AB =1, = Maty ¢(Ip)

donc gof = Ig et fog = Ir.

Remarque importante :

Dans un anneau non commutatif (R, +, X),
a est inversible <= dJb € R tel que ab = ba = 1p
Il y a donc deux propriétés a vérifier : ab = 1i et ba = 1.

Contre-exemple : £ = R[X] et (R, +, x) = (L(E), +,0).

VP e R[X], f(P) = XP avec f € R.

Il existe g € R tel que gof = I : 'endormorphisme défini par g(1) = 0 et
Vk > 1, g(X*) = X*~1 convient.

En revanche, VP € R[X], deg(f(P)) # 0,

donc f n’est pas bijective, et f n’est pas inversible : il n’existe pas de g € R
tel que fog = Ig.

Mais dans 'anneau des matrices carrées (91, (K), 4, x) les propriétés AB =
I, et BA = I, sont équivalentes : il n’y a qu’une propriété & vérifier.
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En effet : soit A € M,,(K).

On suppose qu'il existe B € M, (K) tel que AB = I,,.

Soit E, un espace vectoriel de dimension n sur mathbbK, muni d’une base 4.
Alors il existe f et g dans L(E) telles que A = Maty4(f) et B = Matz(g).
Donc I,, = Maty(fog) = Maty(Ig) donc fog = Ig. Donc f est surjective et
g injective. D’aprés le théoréme du rang, f et g sont bijectives, donc inver-
sibles dans L(E) et g = f~'. Donc A et B sont inversibles dans 91, (K) et
B=A"%

Remarque : dans le contre exemple précédent, on était en dimension infi-
nie, rendant impossible I'utilisation du théoréme du rang.

Application linéaire canoniquement associée & une matrice :

Soit A € M, ,(K).
Alors f4(X) = AX définit une application linéaire de £ = m,,;(K) dans
F =M, (K).

fa(AX1 4+ Xo) = AMX, + X)) (
= AMAXH) + (AXs) (
= Ma(X1) + fa(X2)

—~

A SN
N = O
R

De phlS, A= Matbase canonique de E,bas canonique de F(fA)

En effet, AE;; = C; et AE;; est la j-iéme colonne de M at g can(fa)-

1<j<p

Par abuse de notation, on écrira :
Ker(A) pour Ker(fa) ={X e M,1(K): AX =0}
Im(A) pour Im(fs) ={Y € M, 1(K) : 3X € M, 1(K),Y = AX}

3 Bases

3.1 DMatrices de passage

Définition :
P = (€;)1<i<n une base de E.

La matrice relative a % de la famille (¢;)1<;<, de vecteurs de E est (e} (e;)).
1<i<n
1<j<p
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* Si X; = Matg(ej).
Alors Matg(€i,...,6) = (X1 X2 ... X))

* Si f € L(E) et sie; = f(ej), alors Matg(ey, ..., €,) = Matg(f)

Matgg(f) = Cl Cg Ce Cn

Définition :

Soient & = (e;)1<i<n €t B’ = (€j)1<j<n, deux bases de E.

La matrice de passage de # a %’ est la matrice relative & Z de la famille
B

; €1 €9 €3
oL 2 s
Mat(#B — B)=|
€2 |
€3 1
Exemple :
2 base canonique de R?
€1 = (1, 27 3)
e =(-2,3,1)
e3=(2,1,-1)
1 -2 2
Matzag(El, €9, 63) = 2 3 1
3 1 -1

Si la famille 2" = (€1, €2, €3) est une base, alors on vient d’écrire la matrice
de passage de # 4 HA'.

Soit f € L(R?), I'endomorphisme caractérisé par V1 < i < 3, f(e;) = ;.
Alors Maten(f) = A et

P base <= (€1, €9, €3) libre <= f injective (43)
<> (€1, €9, €3) génératrice <= f surjective (44)
<= f isomorphisme <= A inversible (45)

La famille £’ engendre E <= €1, €5 et e3 sont combinaisons linéaires de €,
€2, €3.

22



r—2y+2z2=1
2r+3y+2z=0 nous donne une unique solution :
r+y—2=0

_ 1 — =5 1
rT=z,Y= 35 et2—4

1

On a donc e; = z€; — 2%62 + %63

rT—2y+22=0
De méme, ¢ 22+ 3y +2z=1 nous donne e; = }162 + }163

dr+y—2=0
r—2y+22=0
Enfin, < 27 +3y+2=0 nous donne e3 = 26, — =62 — €3
r+y—z=1

Donc on a une famille génératrice et donc une base (raisonnement par dimen-
sions). Donc la matrice précédente est la matrice de passage : A = Mat(%# —

B).

De plus,
L[4 08
Mat(B — B)= — -5 7 -3 | =[Mat(B — &))"
B\7r 7 7

En effet, f est un automorphisme et Vi, ¢; = f~!(¢;) donc Mat(#' — B) =
Mat@/(f_l).

Quel est le résultat de Matg »(f) x Matg 4 (f)?

Par définition,

&8 & &
Mat(#B — B') = 2 = Matgy »(Irs)
es !
et Mat(#B' — B) = Maty z (Irs)

Donc
Mat(B — B') x Mat(B — B) = Matgy (1d) x Maty g (1d) (46)
= Matg (Id) (47)
—1d (48)
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Définition :
Si B = (€i)1<i<n €t B = (e;)1<j<n sont deux bases de E, alors la matrice de
passage de # a A’ est :

Mat(@ - e@/) = Mat%/,@(IE)

Proposition :
Mat(# — A') est inversible et son inverse est Mat(# — A)

Démonstration :
A= Mat/g/’g(]];) et Ail = Mat%%/(lgl) = Mat%’gy(]];) = Mat(,%" - @)

% S0it (f;)1<j<n, une famille de vecteurs de E.
Soit A = Ma,tgg(fh ey fn)
Il existe un endomorphisme, unique, ¢ de E tel que V1 < j < n, p(e;) = f;.

(35— aje;) = >0, a;f; par linéarité de ¢,

donc ¢ injective <= (f;)1<;<n libre.

Im() = Vect{p(e;),1 < j < n} = Vect{f;,1 < j < n}

donc ¢ surjective <= (f;)1<;j<n génératrice.

et enfin ¢ est un automorphisme <= (f;)1<j<y, est une base de E.

Dans ce cas, avec B’ = (f;)i1<j<n, On 2

Matz(p) = Mat(#B — A#')
Matg (o) = Mat(#' — B)
x Toute matrice inversible peut-étre considérée comme une matrice de pas-
sage. En effet, si A € GL,(K), on se donne un espace vectoriel E de dimension
n sur K et une base # = (e;)1<i<n, de E. On note f, 'endomorphisme de E
tel que A = Maty(f). Alors A = Matg(f(er),..., f(e,)). Comme A est

inversible, f est un automorphisme de E, donc la famille (f(e;))1<i<n est une
base #’' de E et par définition : A = Mat(#B — A#').

3.2 Formules de chagement de base

* Sur les vecteurs

rek
X = Matgz(z) et X' = Maty ()
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P=Mat(# — A#)

— x = Ig(z) donc Maty(r) = Maty #(1g) X Matg (z)
Soit :
X =PX' ouX =P'X

Corollaire :
Si A = Matg(x,...,z,) et que A = Matgy(zy,...,x,) alors A’ = P71A
puisque (X ... X/)=(P7'X; ... P7'X,)

x Sur les applications linéaires

Soient A et A’ deux bases de E. Et P = Mat(# — H#')
Soient € et €' deux bases de F. Et Q = Mat(¢ — €”)
Soit u € L(E, F).

Soient A = Maty 4 (u) et A" = Matg ¢ (u)

On a Irouolp = u. Alors :

Matc@;g(u) = Matcgr’c,gﬂ([p) X Mat,%w;g/ (u) X Matgg’pg/ (IE)
Soit :
A=QA'Ptou A =Q AP

Cas particulier : endomorphisme de E
A= Matg z(u) et A’ = Matgy z(u)
Donc A’ = P~1AP.

Cas particulier : formes linéaires sur E
F = K muni (toujours) de sa base canonique : 1
Donc A" = AP. (A et A’ sont ici des matrices lignes).

Méthodes pour calculer A2°07 :

x A?07 = A x ... x A en 2006 multiplications.
x [xponentielle rapide en 18 multiplications.
*x Changement de base :

On vérifie par récurrence que Vn € Non a (P'AP)" = P~1A"P.
S’il existe P € GL,(R) tel que A’ = P71 AP est trés simple, alors il est facile
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de calculer (P~'AP)" et d’en déduire A" = P(P~*AP)"P~L.
Exemple :

A= Matyz(u) et u € L(R?)
Je suppose qu’il existe une base %' = (€1, €2, €3) telle que
——

base de vecteurs propres
U(61> = )\161
U(GQ) = )\262
u(e;;) = )\363

Alors
A 0 0
A/ = MCL@;/(U) = 0 /\2 0
0 0 X3
Vpe N, on a:
AP0 0
Ay =10 X o0
0 0 M
Donc
A0 0
AA=pPl0 X 0 ]|P!
0 0 M

ou P=Mat(#B — H#)
Remarque :

A= NEj1+ XEs2+ AsEs3

Je pose :

Al = PELlP_I
A2 = PEQ’QP_I
Ag == PE3’3P_1

A= NA+ A+ A3A5
AlAl = PELlPil = A1 (projecteur)
A1 Ay = PE171E272P71 =0

Par récurrence, Vk € N, on a :
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— On suppose qu'’il existe un polynéme p € K[X], non nul, tel que pu(A) = 0.
Pour tout k € N, il existe Ry € K[X] tel que :

deg(Ry) < deg(p) et A¥ = Ry(A) :

X" = Qpu+ Ry,

AP = Qr(A) x u(A) + Rip(A)

3.3 Relations d’équivalence

Définition :
Deux matrices A et B de 9, ,(K) sont équivalentes lorsqu’il existe @ €
GL,(K) et P € GL,(K) tels que B =Q 'AP.

Définition :
Deux matrices carrées A et B de 91,(K) sont semblables lorsqu’il existe
P e GL,(K) tel que B = P71AP.

La réduction d’'un endormorphisme consiste & trouver une matrice particu-
liérement simple dans la classe de similitude de A.

4 Rang d’une matrice

4.1 Matrices inversibles

A e M, (K)
On suppose que 'algorithme du pivot permet de passer de A a I, : il existe
P et Q dans GL,(K) tels que Q'AP = I,,. Donc A = QP! € GL,(K).

Réciproquement, si A est inversible, on suppose que l'algorithme du pivot
sur les lignes seulement méne & :

Io. ¢ Bk

0 : Chx

Cette matrice représente un isomorphisme (elle est équivalente a A, le pivot
sur les lignes a changé la base de 'espace d’arrivée). Par conséquent, la (k+1)-
éme colonne est linéairement indépendante des k premiéres colonnes, donc la
premiére colonne de C),_; n’est pas nulle. A I'aide d’opérations sur les lignes
on obtient donc :
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I *

0 : *

D’aprés le principe de récurrence, on aboutit finalement a I,,. De la méme
maniére, des opérations de pivot sur les colonnes exclusivement permettent
d’aboutir & I,,.

Application pratique :

A
A=
I
On effectue du pivot sur les colonnes exclusivement : il existe P € GL,,(K)
tel que :

AP I,
AP=1|(... ... ... ]=1... ...
P P

On connait ainsi I'inverse de A (=P) lorsqu’on arrive & I,,.

Cette technique démontre que A est inversible. La matrice A n’est pas in-
versible, si et seulement si, I’algorithme du pivot s’arréte avant d’obtenir [,,.
Dans ce cas, P est de la forme :

0 0
Yi ... Y
0 0
SiP=1Xy ... Xy X1 ... X,
Alors AP = | AX, ... AX,

Donc V1 <i <k, on aY; = AX;. Donc les Y; forment une base de Im A.
Donc Vk+1 < j <n,ona AX; = 0. Donc les X; forment une base de Ker A.
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Bilan : I'algorithme du pivot sur les colonnes donne les informations sui-
vantes :

— Si A est inversible :
x prouve que A est inversible.
x donne 'inverse de A.

— Si A n’est pas inversible :
x prouve que A n’est pas inversible.
* donne une base de 'image.
*x donne une base du noyau.

Exemple : le rang et le noyau de la matrice :

23 -1 1
11 2 1
32 1 1
1 1 0 0 0
11 1 1 2 3 1
3 11 1 -1 2 1 Ch — Cy —2C,
1 0o 0o o |1 o o o])CcC3G
0 1 0 0 0o 1 0 0 C3 — Cs+Cy
0 0 1 0 0 0 1 0
0o 0 0 1 2 -3 1 1
0o 0 0 1
1 0 0 1
1 -3 5 1
{02*02—201
.
1 -2 3 0 03<—03+301
0 1 0 0
0 0 1 0
2 1 -5 1
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-1 0 0 1

1 =3 0 1
— 7 0y Ty e s+

0 1 5 0

0 0 3 0

-2 1 —-10 1

I 0 0 0

1 -1 0 0

1 1 =3 0
o 1 -2

0 1

0 0 O

1 =2 1

En rouge, une base de I'image.
En vert, un vecteur directeur du noyau.
Rang = dimension de 'image = 3.

4.2 Rang

Définition :
AeM,,(K): A= (Cy ... Cp) o les C; € n,1(K).

rg(A) = dim(Vect(Cy,...,C}))

Propriété :
Si A e M, ,(K), alors rg(A) <netrg(A) <p

Proposition :

B = (ei)lgign une base de E.
A= Mat,@(u]', 1 S] < p)

Alors rg(A) =rg(u;,1 < j < p)

Démonstration : On sait que I'application :
E — M, 1(K)

u — Matg(u) est un isomorphisme.
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Donc dim(Vect(u;,1 < j < p)) =dim(Vect(Matz(u;),1 <j<p))=rg(A)

Proposition :
feL(EF)
VA, base de E, et €, base de F,

rg(f) =rg(Matze(f))

Démonstration : Z = (e;)1<j<p

Par définition, rg(f) = dim(Vect(f(e;))1<j<p
et rg(Matze(f)) = dim(Vect(Maty(f(€;)))1<j<p

Corollaire :
VA € Emn,p(K), VP e GLP(K), vQ € GL,(K)

rg(A) =rg(Q'AP)

Corollaire :
Les opérations de pivot conservent le rang

Corollaire :
VA e M, ,(K), 3P € GL,(K), 3Q € GL,(K)

I, 0
Q'AP=|... ... ... | etrg(d)=r

Théoréme :

VA € M, (K), rg("A) = rg(4)

Démonstration : il existe P et (Q tel que :

L, 10
QAP =
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donc
(PYAQ) =

Or (*P)Y (P~ =t (P7'P) =1,
donc 'P est inversible et (*P)~! =t (P71).
De méme *(Q™1) est inversible, donc r = rg(*A).
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